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LEGATURA DINTRE SUMELE STIELTJES SI SUMELE
SIMETRICE ELEMENTARE

NICOLAE ANGHEL

Sa presupunem ca sunt date n > 2 numere reale distincte 1, x2, ..., x,. In acest
caz sumele de tip

a 1
(1) ’Sy’rluﬁf = Z - k = 1127 s T

T — T
itk O F i

sunt de obicel numite sume Stieltjes (a se vedea Observafia 1, mai jos). Scopul
acestel note este de a explica prin mijloace foarte elementare simetria aparenta a
sumelor Stieltjes. Mai precis, afirmam ca este posibil sa se exprime S,, ;. In functie

de xj singur si de sumele simetrice elementare o1 = > xy, 00 = > 129, ...,
Op—1 = Y. T1To...Ty—1. De exemplu, pentru valori mici ale lui n, (n = 2 sau
n = 3) si pentru k = 1, avem
g 1 1 1 .
2,1 = = = , sl
’ T — To 2wy — (1 + x2) 211 — oy
: 1 1 2z — (w2 + 3)
S31 = — — ) " IRy R
€T — X2 €r] — &3 xry — (.I,2 —+ .L;;).Ifl + oy
3vy — (z1 + x2 + x3) 3x1 — o

13 — 2(w2 + w3)w1 + (v122 + 173 + w23) 327 — 20071 + 02

Este deci clar ca sumele Stieltjes sunt legate de sumele simetrice elementare, dar
abordarea naiva a problemei, ca mai sus, cu siguranta nu duce prea departe, In
general.

Vom introduce in schimb functia polinomiala P, : R — R, definita prin

n
P,(x) = H(I —z))=a" —o" oo™ (=)o, 2 4 (1) "0,
i=1

Evident, P, (x;) =0si P/ (x;) #0,i=1,2,...,n, deoarece numerele x, xs, ..., Ty
sunt distincte. Avem deci

) B 1 B n 1 1
Sk = Z T — x; N {Z T —x;, T —ay ,

iiFk - =12 i=1 r=Ip
/(e —_ () —
— Iim Pn,(‘z) - 1 — Iim (T I’]\)Pn(l') P, (T) )
z—xp \ P, ()  x—ay BT (x — xp) Py ()

Dupa doua aplicatii ale regulei lui 'Hopital obtinem

(2)
x— )P (x x— )P (x P (x P (x,
o o EoEORIE@) (@ s 4 PG R

S0 (@ — ) B(a) + Pol) o (v — an) PY(@) + 2P4(x) | 2Py(an)
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Pe de alta parte, P/ (z) = na" ! —(n— o2+ -+ (=1)"" 1o, 1 5i P/ (z) =

nn— a2 —(n—1)(n —2)ox" 2+ -+ + (=1)""220,_5. Concluzionam astfel

ca

nn— 12} 2 —(n—1)(n—2)owy >+ -+ (=1)""220,_»
2(nay = (n— Doy 2+ -+ (=1)" 1o, _1)

i:( nHn </j>0'”_li',1/.2.—2

i=2

= - , unde og := 1.

Z(_l)nii/ign,fﬂﬁif]

i=1

S-n,,k ==

Formula de mai sus reprezinta deci legatura cautata dintre sumele Stieltjes si
sumele simetrice elementare. Rezultatul in sine dovedeste ca se pot spune lucruri
interesante despre sumele Stieltjes a n numere gi fara a se cunoasgte efectiv acele
numere. Similar, cunoasterea unui polinom, in fapt cunoasterea (pina la un factor
multiplicativ) sumelor simetrice elementare asociate radacinilor sale, aga numitele
relatii Viete, nu implica nici pe departe cunoasterea efectiva a radacinilor polino-
mului. Demonstratia data arata ca aceasta similitudine este de fapt o echivalenta.
Urmatoarea aplicatie este menita sa clarifice si mai mult acest aspect.

APLICATIE. Date doua polinoame reale U(z) si V(x), s presupunem cd un
al treilea polinom P, (X), de grad n > 2 si cu radacini reale si necesar distincte,
Ty, xo,...,T,, este solutie a ecuatiei diferentiale liniare omogene de ordinul doi,
(3) y'(x) = U@y () + V(2)y(z).

Atunci, sumele Stieltjes asociate radacinilor lui P, (x) satisfac relatiile

1
(4) SII,,L‘: §U(T/l'). k= 12.TL
Intr-adevar, din ecuatia (3), aplicata lui y(2) = P, () pentru = = zy, deducem
Py |4 n
(“Lﬂ) *U( ]‘)Jr (‘11\) (ll\).
2P () 2P ()

care in virtutea ecuatiei (2) demonstreaza relatiile (4). In ecuatia de mai sus am
folosit faptul ca P/ (xy) # 0, o consecinta a unui rezultat fundamental in teoria
ecuatiilor diferentiale.

De exemplu, in cazul polinomului Hermite Hn(w), definit prin formula [L],

) = n d"e - _ ( 1)Jn' S\ —27
Hy () = (=1)"e” = = Z 2] - (22)" %,
si care satisface ecuatia diferentiala y”(x) = 22y/(z) — 2ny(x), avem S, = xp,
k=1,2,...,n, un rezultat cunoscut lui Stieltjes [S].

Incheiem aceasta nota cu doua observatii.

OBSERVATIA 1. In afara de resultatul lui Stieltjes de mai sus, sumele (1) mai
apar in analiza complexa (drept reziduuri ale unor anumite functii meromorfe),
si In analiza spectrala (a operatorilor Schrodinger unu-dimensionali cu potential
polinomial [A], cum ar fi cazul oscilatorului armonic).
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OBSERVATIA 2. Transformarea t 2 R" — T (t) € R” data, pentru k fixat, k =
1,2,...,n,de t = (t1,ta, ... t,) —> Tp(t) = (tg,o1(t),02(t),...,0n_1(t)) poate
fi interpretata ca o schimbare de coordonate in spatiul R"”. Ca atare, problema
studiata reprezinta pur si simplu realizarea unei anume expresii rationale in doua

sisteme de coordonate diferite.
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